Бедарькова Е.В.
Методика изучения неравенств в средней школе

Материал, связанный с неравенствами, составляет значительную часть школьного курса математики. Неравенства используются в различных разделах математики, при решении важных прикладных задач.

Неравенства сами по себе представляют интерес для изучения, так как именно с их помощью на символьном языке записываются важные задачи познания реальной действительности. Как в самой математике, так и в её приложениях с неравенствами приходится сталкиваться не менее часто, чем с уравнениями. Тема “Неравенства” связана со всеми темами курса алгебры. Например, неравенства используются при изучении свойств функции (нахождение промежутков знакопостоянства функции, определение монотонности и др.)
До прихода в школу дети приобретают опыт в обращении с понятиями «больше», «меньше», «не равны». Поэтому пропедевтическое изучение неравенств должно осуществляться совместно с изучением уравнений.

С соотношениями «больше», «меньше» между числами и знаками этих отношений дети знакомятся уже в 1 классе при изучении чисел первого десятка. В начальной школе дети должны научиться сравнивать уже простейшие числовые выражения, например, такие как: а+3 и а+1.

В начальной школе начинается и решение простейших неравенств, хотя термины «решение неравенства» и «решить неравенство» ещё не вводится. Приведём пример задания, предлагаемого в начальной школе.

Записать несколько значений букв, при которых верно неравенство х<9.

В 5 классе изучается сравнение натуральных, десятичных дробей.

Например, сравните многозначные натуральные числа 3421 и1803

Результат сравнения  записывается в виде неравенства с помощью 

Знаков « > » и « < » .

В 6 классе для установления отношений «больше», «меньше» на множестве рациональных чисел вводится понятие модуля числа. В связи с этим рассматриваются неравенства вида |х|≤а, |х-b|<b,  |х-a|≤b. Их решения осуществляются с помощью числовой оси.  

Тема “Неравенства” систематически изучается  в 7-8 классах. В неё включены следующие разделы: «Числовые неравенства и их свойства», «Почленное сложение и умножение числовых неравенств», «Линейное неравенство с одной переменной», «Система линейных неравенств с одной переменной».

В 8 классе начинается изучение различных способов доказательства неравенств. С целью повышения доступности материала рассматриваются  главным образом такие доказательства, которые ограничиваются методом сравнения с нулём разности левой и правой частей неравенств. В связи с решением линейных неравенств с одной переменной даётся понятие о числовых промежутках, появляются и вводятся соответствующие обозначения. При решении неравенств используются свойства равносильных неравенств, которые разъясняются на конкретных примерах. Особое внимание надо уделять отработке умения решать простейшие неравенства вида ах<b.

Формирование умений решать неравенства вида ах2+вх+с>0, где а≠0, осуществляется в 9 классе с опорой на сведения о графике квадратичной функции. Здесь учащиеся знакомятся с методом интервалов. Решают этим методом дробно – рациональные неравенства.

Следует особо остановиться на вопросе о равносильности неравенств, так как некоторые свойства числовых неравенств нельзя бездумно переносить на неравенства, содержащие переменную. Известно, что при добавлении к обеим частям числового неравенства любого числа, получаем новое неравенство, равносильное исходному.  Но при добавлении к обеим частям  неравенства какого-нибудь выражения может получиться неравенство неравносильное данному.    

При переходе к функциональным неравенствам учащиеся сталкиваются с двумя важными аспектами математического образования.   

Первый аспект состоит в геометрическом истолковании неравенств, которое делает все рассуждения предельно ясными. Однако нельзя забывать, что заключение делается не на основе чертежа, а путём анализа алгебраического выражения.

Второй аспект сводится к различным приёмам доказательства. Самый главный из них – рассмотрение разности между двумя частями неравенства.  Но существуют  и такие методы, как сведение доказываемого неравенства к равносильному, которое осуществляется заменой  данных выражений  обратным им, использование метода от противного и метода математической индукции.

Таким образом, неравенства являются наиболее компактным, легко обозреваемым и доступным для учащихся материалом, на котором отрабатываются сложнейшие математические методы.                                                                              

Отметим ряд особенностей изучения темы:

1)
Как правило, навыки решения неравенств формируются на более низком уровне, чем навыки решения  уравнений соответствующих классов, так как  теория неравенств сложнее теорий уравнений (при выполнении одного и того же числа упражнений техника решения неравенств какого – либо класса будет ниже, чем уравнений соответствующего класса; следовательно, если имеется необходимость формирования прочных навыков решения неравенств, то для этого требуется большее число заданий).

2)
Большинство приёмов решения неравенств состоит в переходе от данного неравенства  к уравнению  и последующем переходе от найденных корней уравнения к множеству решений исходного неравенства (темы, относящиеся к неравенствам, расположены после тем, относящихся к соответствующим классам уравнений).

3)
В изучении неравенств большую роль играют наглядно – графические средства (изучение неравенств зависит от качества изучения функциональной линии школьного курса – построение графиков и графическое исследование функций).

Решение неравенств первой степени с одной неизвестной

Рассмотрению линейных неравенств и их систем предшествует детальное изучение  числовых неравенств и их свойств.

В отличие от свойств числовых равенств, с которыми учащиеся знакомы ещё с начальной школы, свойства числовых неравенств они изучают практически впервые. Свойства формулируются в общем виде и достаточно строго доказываются. Это часто вызывает дополнительные трудности у учащихся, так как они здесь впервые в алгебре встречаются с теоремами.

Алгоритм решения неравенства с неизвестным сложнее, чем алгоритм решения уравнений, так как на последнем этапе решения приходится учитывать знак коэффициента при неизвестном. Кроме того, в отличие от уравнения неравенство имеет не отдельные решения, а, как правило, множество решений.

  Решение систем неравенств с одним неизвестным тесно связано с числовыми промежутками, с которыми учащиеся знакомятся впервые. Изображению числовых промежутков на координатной прямой нужно уделить особое внимание. В частности, можно предложить следующий алгоритм, который  позволит учащимся правильно отмечать промежутки, соответствующие неравенствам (простым или двойным) на координатной прямой.

Например,   дано неравенство  а ≤ x < b

Нужно отметить соответствующий промежуток на координатной прямой. Для этого воспользуемся алгоритмом.

1. Если знак первого неравенства нестрогий, то точка будет закрашенной → ставим точку на координатную прямую 

( ≤ ( ≥ )→ • → отмечаем точку).

  Если знак первого неравенства строгий, то точка будет выколотая→ отмечаем точку на координатной прямой 

 ( < ( > )→ ο  →отмечаем точку)

2. Аналогично для второго знака неравенства (если неравенство двойное).

3. Отмечаем область согласно знаку:

-если знак меньше, то отмечаем все точки лежащие левее данной точки (штриховкой).

-если знак больше, то отмечаем все точки лежащее правее относительно  этой точки (штриховкой).

4. Выделяем общую область (двойная штриховка, это для двойных неравенств). 

Данный алгоритм используют как составную часть при решении неравенств первой степени, системы неравенств, нахождения области определения и области значений.

В результате изучения темы учащиеся должны:

· знать определения неравенства и  основные свойства неравенств.

· уметь решать неравенства с неизвестным и их системы.

Для построения алгоритма как результата теоретического обобщения решения задач может быть эффективно использована групповая форма работы на первом этапе построения алгоритма.

Класс разделён на четыре группы. Каждой группе учитель даёт задание - решить предложенное  неравенство (1 группе – под буквой а; 2 группе под буквой b и так далее). Порядок выполнения действий описан ниже.

a) x∙(x+1)+2∙(x2+3x)+6 > x∙(3∙x+5)-x+9

b) 7∙t∙ (2∙t-3) –18 ≥ (14∙t+3) ∙ (t+2)

c) 3∙x∙ (2∙x-5)+4 ≤ x∙(6∙x-9)-2∙ (3∙x+3)

d) (2∙y+1)2+2 < 2∙y∙ (2∙y+5)-6∙y+5

Первый шаг: упростите выражение в каждой части неравенства.

Второй шаг: перенесите члены неравенства содержащие переменную, в левую часть, а числа – в правую часть с изменением знака на противоположный (на основании какого свойства числовых неравенств мы это можем сделать?).

Третий  шаг: приведите подобные  члены. 

Четвёртый шаг: разделите обе части неравенства на коэффициент при переменной (используются свойства равносильных неравенств),  получите простейшие неравенства:

a) x>1;

b) t<-16,1;

c) нет решений;

d) у - любое решение;

Пятый шаг: отметьте решения на координатной прямой.

  Анализ решения позволяет записать алгоритм решения линейного неравенства 1 степени с одной неизвестной.

1. Раскрыть скобки в обеих частях неравенства (если есть дробные коэффициенты, то неравенство освободить от дробей).

2. Перенести слагаемые, содержащие переменную в одну часть, а не содержащие в другую.

3. Привести подобные члены в каждой части.

4.  Разделить обе части неравенства  на коэффициент при переменной (с учётом свойств равносильности при а≠0).

5.  Записать ответ в виде простейшего неравенства.

6. Отметить соответствующие промежутки на координатной прямой.

7. Записать числовой промежуток.

Решение неравенств второй степени с одним неизвестным

Решение квадратных неравенств – это традиционно обособленная часть исследования свойств квадратичной функции. Например, задача о решении неравенства х2-5х+6<0 может быть переформулирована в задачу о нахождении промежутков, на которых функция у =х2-5х+6 принимает отрицательные значения, а это легко решается с помощью эскиза графика. Этот способ фактически является строгим обоснованием графического способа.

Метод интервалов является логическим продолжением решения квадратных неравенств. Он позволяет решать более сложные неравенства, у которых левая часть – многочлен любой степень, представляемый в виде простых множителей, или дробь, у которой числитель и знаменатель также многочлены, разлагаемые на множители.

В результате изучения темы учащиеся должны уметь:

· решать квадратные неравенства с одной неизвестной графически и методом интервалов

Алгоритм решения квадратных неравенств:

1. Привидение неравенства к квадратному виду.

2. Решение квадратных уравнений.

3. Построение графиков функций (схематично).

4. Выполнение тождественных преобразований.

5. Определение знака выражения на соответствующих промежутках.

6. Алгоритм решения квадратных неравенств с одной переменной.

Решение неравенства второй степени с одной переменной можно рассматривать как нахождение промежутков, на которых соответствующая квадратичная функция принимает положительные и отрицательные значения.

Пример 25. Решим с помощью свойств графика квадратичной функции неравенство 

2х2-х-1≤0

График квадратичной функции у=2х2-х-1 – парабола, ветви которой направлены вверх. 

Найдём точки пересечения этой параболы с осью Ох, для этого решим квадратное уравнение 2х2-х-1=0. Корни уравнения х1=1, х2=-0,5

Следовательно парабола пересекает ось ох в точках х1=1, х2=-0,5

Покажем схематично как расположена парабола в координатной плоскости. 

 



Из рисунка видно, что неравенству 2х2-х-1≤0 удовлетворяют те значения х, при которых значения функций равны нулю или отрицательны то есть те значения х при которых точки параболы лежат на оси ох или ниже этой оси. Из рисунка видно, что этими значениями являются все числа из отрезка  [-0.5;1].

О т в е т: -0,5≤х≤1

Алгоритм решения квадратных неравенств с одной переменной (графическим методом)

1. Перенесите все слагаемые в левую часть и решите уравнения, приравняв выражение в левой части к нулю (найдите дискриминант квадратного трёхчлена, и выясните, имеет ли трёхчлен корни). 

2. Если трёхчлен имеет корни, то отметьте их на оси абсцисс и через отмеченные точки проведите схематично параболу ветви которой направлены вверх при а>0 или вниз при а<0,

 если трёхчлен не имеет корней, то схематично изобразите параболу, которая расположена в верхней полуплоскости при а>0 или в нижней полуплоскости при а<0.

3. Найдите на оси ОХ промежутки, для которых точки параболы расположены выше оси ох (если ах2+вх+с>0) или ниже оси ох (если ах2+вх+с<0).

4.Запишите ответ, взяв эти промежутки в объединение.

Метод интервалов

Неравенства второй степени с одной переменной в школьном курсе решают методом интервалов. Пусть функция задана формулой вида 
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 являются нулями функции. В каждом из промежутков, на которые область определения разбивается нулями функции, знак функции сохраняется, а при переходе через нуль ее знак изменяется.

Это свойство используется для решения неравенств вида
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Пример 26.  Решить неравенство 
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Приведем неравенство к виду (*). Для этого в первом двучлене вынесем за скобки множитель  5, а во втором  -1, получим:
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Разделив обе части неравенства на -5, будем иметь:
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Отметим на координатной прямой нули функции  
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  и 5, и укажем знаки функции в образовавшихся промежутках.
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Мы видим, что множество решений неравенства состоит из чисел 
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  и 5 и чисел, заключенных между ними, т. е. представляют собой промежуток 
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Алгоритм решения неравенства второй степени  c  одним неизвестным (методом интервалов).

1. Раскройте скобки в обеих частях неравенства (если есть дробные коэффициенты, то неравенство освободить от дробей).

2. Перенесите все слагаемые в левую часть, приведите подобные члены (если нужно). 

3. Решите уравнения, приравняв выражение в левой части к 0 (найдите дискриминант и выясните, имеет ли трёхчлен корни).

4.Найденные корни уравнения нанесите на числовую ось. Эти корни разбивают числовую ось на промежутки, на каждом, из которых выражение, стоящее в левой части, сохраняет знак.

5. Выберите на каждом из  промежутков какое – нибудь значение (пробную точку) и определите знак выражения в этой точке.

6. Выберите промежутки, в которых выражение имеет требуемый знак, и  запишите ответ,  взяв их в объединение.

Иррациональные неравенства

Неравенства   называются   иррациональными, если  его  неизвестное  входит  под  знак  корня (радикала).

Иррациональное  неравенство  вида 
[image: image25.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

<

 равносильно системе неравенств:
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Иррациональное  неравенство  вида 
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 равносильно совокупности двух систем неравенств:
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Решение иррациональных неравенств стандартного вида:

Пример 26.   Решить неравенство 
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Решение:
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Данное неравенство  равносильно двум системам  неравенств:
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О т в е т:         
[image: image35.wmf][

]

2;3,5

x

Î








1





у











-0,5








_1439191609.unknown

_1439191618.unknown

_1439191622.unknown

_1439191624.unknown

_1439191626.unknown

_1439191627.unknown

_1439191628.unknown

_1439191625.unknown

_1439191623.unknown

_1439191620.unknown

_1439191621.unknown

_1439191619.unknown

_1439191613.unknown

_1439191615.unknown

_1439191616.unknown

_1439191614.unknown

_1439191611.unknown

_1439191612.unknown

_1439191610.unknown

_1439191600.unknown

_1439191605.unknown

_1439191607.unknown

_1439191608.unknown

_1439191606.unknown

_1439191602.unknown

_1439191604.unknown

_1439191601.unknown

_1439191596.unknown

_1439191598.unknown

_1439191599.unknown

_1439191597.unknown

_1439191594.unknown

_1439191595.unknown

_1439191593.unknown

